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Problema 1. Algebra

ar +y=1
Dado el sistema de ecuaciones: r+z=1
z+ay+(a—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcién del parametro real a.
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible.

Solucion:

a) Discutir el sistema en funcién del parametro a.

Aplicamos el Teorema de Rouché-Frobenius. Sea A la matriz de coeficientes.
a 1 0
A=11 0 1
1 a a-1
Calculamos su determinante:
|Al=a(0—a)—1(a—1-1)+0=—-a?—-(a—2) = —a® —a+2.

Igualamos a cero: —a? —a+2=0 = a’*+a—-2=0 = (a+2)(a—1)=0.
Los valores criticos sona =1y a = —2.

Casol: a#1y a# -2
|A] #0 = Rg(A) = 3. El sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

Caso2: a=1

|Al| =0 = Rg(A) < 3. Como (1) H =1+#0,Rg(A) =2.
1 1 01

A= 1 0 1]1
1 1 01

La Fila 1 y la Fila 3 son idénticas. Rg(A4*) = 2.

2 < 3. El sistema es Compatible Indeterminado (S.C.I.).

Caso 3: a=—-2

|A| =0 = Rg(4) < 3. Como _12 ol = —1#0, Rg(A) =2.

-2 1 0 1
A* = 1 0 1 1
1 -2 -3|-2
Calculamos el determinante del menor de orden 3 con las columnas 1, 2 y 4:
-2 1 1
1 0 ll==(-2-1)+1(1+2)=3+3=6#£0.
1 -2 =2
Rg(A*) = 3. Como Rg(A) # Rg(A*), el sistema es Incompatible (S.I.).

S.C.D.sia¢ {1,-2}; S.C.Lsia=1; SLsia=—-2]

b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible.
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Si a#1,—2 (S.C.D.), usamos la Regla de Cramer. |A| = —(a — 1)(a + 2).

1 1 0
1 0 1
e a a-1  —a+a-1 _ -1 _ 1
v A T2 a+2 “(a-D@+2) @-D@+2)
a 1 0
11 1
1 a a-1] ale-1-a)-1(a-1-1)  —a—-a+2  —2(@-1) 2
v= IA] - “a? —a+2 T T@-D@+2) —(a-1)@a+2) a+2
a 1 1
1 0 1
L 1 a a a(—a)—1(a—1)+1a) —a*—a+1l+a —a?+1  —(a—-1(a+1) a+1
|A| —a?—a+2 —a?—a+2 —(a—1)(a+2) —(a—1)(a+2) a+2

=1
Ty .Seaz=XA€R. Entoncesy=1—-Ayz=1-— A

Si a=1 (S.C.I.), el sistema es {
r+z=1

Si a ¢ {1,—2}, la solucién es w:m’y=$7z:$~

Si a=1, lasolucibnes =X\, y=1—-XA,z=1—X (VX ER).
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Problema 2. Algebra

Dada la matriz A = <a +b 1 )

0 a—>b

a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A~!

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A3
c) Calcular det(A~5%) cuando a? — b2 # 0.

Solucion:

a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A~!

(b 7)

(o )

Si A7! es la inversa de A, se cumple que (A~1)™1 = A. Calculamos la inversa de A~1: |A7!| =

11

11
_(_ _ —1y-1 _ 1 _ ; .
(1) = (=1)(0)=1. (A7)~ =1 (0 1) = (0 1). Igualamos esta matriz a A:

()6 )

. a+b=1 .
De donde obtenemos el sistema: b1 Sumando ambas ecuaciones:
a—0b=

Restando la segunda de la primera: 2b =0 = b= 0.

’a:lyb:O.

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A% y A%

L . (11 , (1 1\ (/1 1\ _
Para a = 1,0 = 0, lamatrlzesA—<0 1). A _<O 1)(0 1)—(

0 1

). A3 = A2A =

1 2\/1 1y (1 3 4 34 (1 3y /1 1\ (1 4 o
(O 1) <O 1)—(0 1). A* = A°A = <O 1) (O 1)—(0 1). Observamos el patron A" =

1 n

0 1

s (1 3 4 (1 4
A _<0 1>yA _<0 1)'

c) Calcular det(A—5%) cuando a2 — b% # 0.

Usamos las propiedades de los determinantes: det(A=5%) = (det(4))~°° = W. |A| = (a+b)(a—

b) — 1(0) = a® — b*. Por lo tanto, det(A™°0) =

1
(aZ—b%)50 -

1

det(A™) = 5 payse-
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Problema 3. Geometria

Dados los puntos A = (2,0,0) y B = (0,1,0), y la recta s: mTl = yTl = z.

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos A y B.

b) Determinar la ecuaciéon implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la
recta r.

c) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

Solucion:

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos A y B..

La recta r pasa por A(2,0, ) tiene vector director ¥, = B — A = (—2,1,0).
Ecuacion continua: == — Z_

2
=2 1
—2= —2 = 2y—2=0
La forma implicita es { _ 0 4 Ty

T

r+2y—2=0
z=0

b) Determinar la ecuaciéon implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la
recta r.

El plano 7 contiene a s y es paralelo a r.
De s, tenemos un punto Ps(1,1,0) y un vector ¥5(2,3,1).
El plano 7 contiene a P, y tiene como vectores directores a U y ¥.

r—1 y—1 =z
T=| 2 3 1=@-D)1)-w-12)+208) =0
-2 1 0

—x+1-2y+24+82=0 = —z—-2y+82+3=0.

El plano es ¢ + 2y — 8z — 3 = 0.

c) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

|AP, x T |

Usamos la formula d(A4, s) = A

A(2,0,0), Ps(1,1,0), 75(2,3,1).
A?DS:PS—A_(—LLO).

) i 7k
AP, x ¥, =|-1 1 0|=(1,1,-5)
2 3 1

|AP, x 7| = /12 + 12+ (=5)% = /27 = 3V/3.
|Us] = V22 + 32412 = V14.

_ 33 _ 3V42
d(A,s) = 95 = =7
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unidades.

d(A,s) = 3V42
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Problema 4. Geometria

Dados los puntos A = (2,1,—2) y B = (3,2,3), y el plano definido por 7 :x + 2y + 2z =3,
obtener:

a) El punto de corte C entre el plano y la recta perpendicular a m que pasa por B.
b) El area del triangulo cuyos vértices son A, B y C.

Soluciéon:

a) El punto de corte C entre el plano y la recta perpendicular a ™ que pasa por B.

La recta r es perpendicular a 7, por lo que su vector director es el normal del plano, v, = 7i, = (1,2, 1).
La recta pasa por B(3,2,3): 7 = (z,y,2) = (3,2,3) + X(1,2,1).

Para hallar la interseccion C, sustituimos la recta en el plano:

B+N+224+20)+B+N) =3 = 3+A+44+4\+3+2=3 = 6A+10=3 = 6)\=-7T =
A=-T/6.

Sustituimos A para hallar C:

x=3-7/6=11/6,y=2—-14/6=-2/6=-1/3,2=3—-7/6 =11/6.

’El punto de corte es C = (11/6,—1/3, 11/6).‘

b) El area del triangulo cuyos vértices son A, B y C.

AB=B—A=(1,1,5).
AC=C—A=(11/6—-2,—-1/3—1,11/6 — (—2)) = (—1/6,—4/3,23/6).

- -

L i 7 k| _a3 99 .93 5 - 4
—1/6 —4/3 23/6
L I S NS C O
Y6’ 67 67 27 37 6
|AB x AT| = \J(Z)2 + (— 42 + (=) = /4L + 196 1 49— 1/5069 + 780+ 49 = VB2,
Area — % 46802 —_ Zi8202
. /4802
Area = unidades cuadradas.
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Problema 5. Analisis

a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: flisdw.

xz2—5x—14

. . t
b) Determinar, en funcion de t, el valor S —
8 x2—-5x—14

c) Determinar el valor de t mayor que 8 para que fst mz_ls

: 25
T 5,—124% seaigual a In 2.

Solucion:

a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: flisdw.

z2—5x—14

Factorizamos el denominador: % —5r — 14 =0 = (z —7)(z + 2).
Descomponemos en fracciones simples:

18 _ A B
(x—T(x+2) -7 x+2

18=A(x+2)+ Bz —T).
Siz=7 = 18=94 — A=2.
Sizx=-2 = 18=-9B = B = -2

2 2 -
/ - dz:2ln\xf7|721n|1:+2\+C’:2lnx ’
r—7 x+2 T+ 2

-+

x—7

/f(:c)dw = 2In

e

T+ 2

b) Determinar, en funciéon de t, el valor — . R 7

8 z2—5x—14 .
[2 ln‘$ il
T+ 2

t
} 2111‘157 2111‘87‘ =2In ”’2111 <1>
s t+2 842 t+2 10

t—7
t+2

=2In

‘+2mam.

t—7
21In
t+ 2

‘ + 21In(10).

18

c) Determinar el valor de t mayor que 8 para que f; T se—1d

: 25
dr seaigual a In <]

t—7

2
21n t+2‘ + 21In(10) :111(—5

T

In ((;;;)2 : 102) = m%)

(Como t>8, el valor absoluto es innecesario).

(t—7)* 25 (t—7)72
100(t+2)2 =7 = 4(t—|—2)2 =

=
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2(;_27) = :I:%. Como t > 8, t — 7 > 0, asi que tomamos la raiz positiva.
At —-T)=t+2 = 4t —-28=t+2 = 3t =30 = ¢ =10. (El valor ¢ = 10 es mayor que 8).
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Problema 6. Analisis

Considerar la funcién f(z) = e~® para los valores positivos de x. Por cada punto M = (z, f(x))

de la grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenades, OX y OY. Estas dos
rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el area del rectangulo en funcién de x.
b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area.

Solucion:

a) Determinar el area del rectangulo en funciéon de x.

El rectangulo tiene como vértices (0,0), (z,0), (z, f(z)), (0, f(z)).
"2

La base del rectangulo es  y la altura es y = f(z) = e *".

El 4rea es A(x) = base - altura = x - e’

A(x) = ze ™.

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area.

Para maximizar el area, derivamos e igualamos a cero:

Al(z)=1- et e_zz(—2ac) = e_”“'2(1 — 22%)
Ar)=0 = 1-22=0 = 2> =1/2 = z=1/V2

(tomamos la solucién positiva).
Comprobamos con la segunda derivada:

A'(z) = e (=22)(1 — 222) + e (—4z) = —2ze " (3 — 222)

Para x = 1/v/2, A”(1/+/2) < 0, por lo que es un maximo.
El punto M es (z, f(z)):

1 V2
x = — = —
M NG 5
yar = flaar) = eV = 7172

El area maxima es A(xpr) = 2pr - yar = %6_1/2 = \/12?

V2 1

2
El punto es M = (—, e~ '/2). El area maxima es .
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